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摘 要 


本 文 主要 利用 复线 性 微分 方程 理论 ,Wiman-Valiron 理 论 和 Nevanlinna 值 分 布 理论 
的 研究 成 果 和 基本 方法 , 并 以 最 近 国 内 外 对 此 类 问题 的 研究 视角 和 处 理 方法 , 研究 了 
复 平面 上 的 高 阶 复 微分 方程 


GOPE + Aral) FEM A) 0 O 


(AEN [p, q] 增长 级 , 这 里 的 4;(z),j = 0,1,… k — 1 都 是 复 平面 上 的 解析 函数 . 我 们 
b 研 究 了 单位 圆 上 的 高 阶 齐 次 复线 性 微分 方程 


f + Az (2/067 +--+ A + Aale)f =0 (2) 


的 解 的 [p, q] 增长 级 , 这 里 的 4i(z),7 = 0,1,… e — 1 都 是 单位 贺 上 的 解析 函数 . 
全 文 共 分 为 三 个 部 分 : 
第 一 部 分 (引言 ) 介绍 国内 外 对 此 方向 的 研究 现状 , 并 且 引 入 了 相关 符号 和 定义 及 
其 陈述 本 文 研究 所 得 到 的 结果 . 

第 二 部 分 (第 二 章 ) 研究 了 复 平面 上 的 高 阶 复 微分 方程 , 其 中 所 有 的 系数 都 复 平 
上 的 解析 函数 . 我 们 研究 是 它 的 系数 的 [p, gj 增长 级 和 解 的 [p, gj 增长 级 之 间 的 关系 . 
第 三 部 分 (第 三 章 ) 研究 了 单位 圆 上 高 阶 复线 性 微分 方程 的 系数 在 相同 情形 时 解 
的 [p, 可 增长 级 和 系数 的 [p, dj 增长 级 之 间 的 关系 . 

第 四 部 分 (第 四 章 ) 对 本 文 的 研究 工作 进行 了 总 结 , 叙述 了 其 中 的 不 足 并 对 将 来 能 
够 继续 研究 的 问题 进行 了 分 析 和 展望 


Ñ 


关键 词 :高 阶 ; 复 微分 方程 ; 复 平面 ; 单位 圆 ; [p, q] 增 长 级 


Abstract 


In this paper, we mainly use the research results and the existing methods and the- 
ory of complex differential equation, Wiman-Valiron and value distribution of meronor- 
phic function theory and use the latest research methods and treatment for this kind of 
problems in the domestic and international to study the [p, q] growth order of solutions 


of higher order complex differential equation 
(FO) e Aia () (67) e AQ) + Av (f = 0 


where Aj(z), j = 0,1,+++ , k — 1 is analytic in the complex plane D . 


We also study the [p, q] growth order of solutions of higher order linear equation 
J + Aja (2) f 79 + +++ + A (z)f + Av(2)f =0 


where A;(z), j = 0,1,--- , k — 1 is entire function in the unit disc.There are three parts 
in this paper. 

In part 1 (Introduction) We give an introduction of status and significance of re- 
search on this field in domestic and foreign, and bring in some related definitions and 
signs, and state the results that will be considered in this paper. 

In part 2 (Chapter 2) We think over high order differential equation with their co- 
efficient is analytic in the complex plane D. we research the [p,q] order of the solution 
of differential equations. 

In part 3 (Chapter 3) We rearch the the [p,q] order growth of solutions of complex 
higher order differential equation in the unit disc. 

In part 4 (Chapter 4) We summarized the research work, describe the deficiencies 
and what problems can we to continue to study in the future, analysis and prospect 


those problems. 


Key Words: hight order; Complex differential equations; complex plane; unit disc; 


[p,q] growth order 
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1.1 国内 外 研究 现状 及 研究 意义 


众所周知 ,整个 20 世 纪 人 们 对 数学 的 研究 基本 都 集中 在 函数 上 , 所 以 数学 家 们 
称 20 世 纪 为 函数 的 时 代 . 函数 的 发 展 使 人 类 对 客观 世界 的 认识 从 静止 发 展 到 了 对 运动 
事物 的 刻画 , 其 本 身 也 开创 了 多 个 数学 方向 ,微分 方程 就 是 其 中 之 一 . 对 于 复 域 上 的 线 
性 微分 方程 的 研究 则 始 于 80 年 代 , 当时 人 们 对 整 函数 和 亚 纯 函数 的 研究 已 经 相当 深 
ASW?) , 亚 纯 函 数值 分 布 、 函 数 空 间 、 常 微分 方程 等 各 个 数学 领域 的 研究 也 已 经 
取得 很 大 进展 , 因此 人 们 开始 考虑 复 域 上 的 微分 方程 的 解 的 性 质 是 一 个 很 自然 的 过 程 . 
但 是 我 们 知道 即便 是 常 微分 方程 在 很 多 情况 下 也 是 不 可 能 求 出 其 解 的 具体 表达 式 , 很 
多 情况 下 我 们 只 能 去 估计 它 , 用 其 他 的 方式 去 了 解 它 , 更 何况 现在 我 们 考虑 的 是 复 域 
上 的 微分 方程 , 其 系数 也 是 一 个 复 函 数 , 想 要 求 出 它 的 解 的 具体 表达 形式 显然 是 不 现 
实 的 .Neanlinna 值 分 布 理论 的 研究 给 我 们 去 认识 函数 的 本 质 性 质 提供 了 一 个 很 好 的 工 
Fk, 值 分 布 粗略 的 说 只 关心 一 个 亚 纯 函 数 的 增长 级 和 其 零点 在 复 平 面 上 的 分 布 情况 ， 
而 在 此 过 程 中 我 们 并 不 需要 知道 函数 的 精确 形式 , 这 为 我 们 去 了 解 和 研究 复 微分 方程 
的 系数 和 解 之 间 的 关系 提供 了 可 能 . 
从 目前 复 微分 方程 的 研究 内 容 来 看 , 大 致 可 以 分 为 三 个 方向 : 解 的 增长 级 ,零点 
分 布 , 解 的 空间 属性 . 从 研究 的 区 域 来 看 也 可 以 分 为 三 个 部 分 : 复 平面 上 的 微分 方程 ; 
单位 圆 上 的 微分 方程 ; 角 域 上 的 微分 方程 . 很 多 学 者 如 美国 数学 家 Bank 和 芬兰 数学 
ZLLaine, Chr.Pommerenke, J.Heittokangas 等 人 在 这 三 个 区 域内 深入 研究 了 复 微分 
方程 的 增长 级 ,零点 分 布 , 解 的 空间 属性 等 问题 , 得 到 了 很 多 有 意义 的 结果 (参见 89). 
当然 得 到 这 些 结果 不 仅仅 只 靠 亚 纯 函 数值 分 布 理论 , 还 有 函数 空间 算 子 理论 ,位 势 理 
论 , 常 微分 方程 等 理论 的 支撑 , 但 是 我 们 既然 是 要 研究 微分 方程 的 解 这 样 一 个 函数 , 在 
很 大 程度 上 其 依赖 于 我 们 对 亚 纯 函数 的 了 解 程度 , 可 以 说 如 果 我 们 对 亚 纯 函数 的 认识 
越 深刻 , 对 微分 方程 解 的 性 质 了 解 就 越 多 . 最 近 有 学 着 提出 了 有 限 [p, q) 级 亚 纯 函数 的 
概念 , 并 且 对 此 类 函数 作 了 深入 研究 (参见 80-19), 这 个 概念 提出 后 很 多 学 者 开始 把 它 
运用 到 了 复线 性 微分 方程 的 研究 中 去 , 得 到 关于 解 的 增长 级 比 之 前 更 加 精确 的 结果 . 
在 国内 , 伍 胜 健 , 陈 宗 迷 ,高 仕 安 , 何 育 赞 , 肖 治 经 等 人 很 早 就 开始 从 事 研 究 复 线性 微 
分 方程 的 工作 , 也 取得 了 很 多 优秀 的 结果 (参见 17 阐 ). 总 之 , 对 于 复线 性 微分 方程 的 研 
究 是 数学 发 展 的 一 个 重要 方向 , 对 它 的 研究 具有 特别 重要 的 意义 . 本 文 研究 的 第 一 个 
问题 是 目前 国内 外 都 很 少 有 人 涉及 的 一 种 方程 , 比 起 高 阶 齐 次 复线 性 微分 方程 它 具 有 


更 加 一 般 的 形式 , 以 前 大 家 研究 的 其 次 线性 微分 方程 只 是 它 的 一 种 特殊 形式 . 之 所 以 
针对 这 个 具有 更 一 般 形式 的 高 阶 微分 方程 的 研究 很 少 , 是 因为 处 理 这 个 方程 时 以 前 很 
多 处 理 方法 变 得 不 适用 , 很 难得 到 类 似 于 高 阶 齐 次 线性 微分 方程 的 结果 , 因此 想 要 研 
究 它 的 增长 级 和 零点 分 布 是 相当 困难 的 . 本 文 除 了 利用 [p,q] 增 长 级 的 概念 和 方法 对 上 
述 问题 进行 了 深入 的 研究 , 得 出 了 两 个 定理 , 同时 也 使 用 相同 的 视角 研究 了 单位 圆 上 
的 高 阶 齐 次 线性 微分 方程 的 解 的 增长 级 , 并 得 到 了 一 个 相关 的 定理 . 


1.2 ”本 文 相关 定义 及 记号 
我 们 假定 读者 熟悉 复 平面 和 单位 圆 内 亚 纯 函 数值 分 布 理论 的 标准 记号 和 主要 结 
(Z UT 15.161), 
定义 1 对 于 r € [0, +00), &ezpir := €", expnyir := exp(ezxp,r),n € N. 
当 7 足 够 大 时 , 4 logi := log*r = maz(logr, 0), logn+17 := log(log,r),n € N. 
特殊 情况 下 有 :ezpor := r = logor, 1og_ir := expir, expr := logir. 


定义 2” 设 p > gq > 1 且 都 为 正 整 数 ， 我 们 定义 复 平 面 上 亚 纯 函数 的 [p,q] 级 


为 : 

log; T(r, f) 
log `° 

如 果 f(z) 是 复 平面 上 的 整 函数 , 则 f(z) 的 [p,q] 级 为 : 

log; M(r. f) 
logar j 


EPT (r, 力 为 亚 纯 函 数 的 特征 函数 ,M(r, 了 ) 为 整 函 数 的 最 大 模 ， 下 文 都 如 此 记 . 


epa f) = 二 sup 


C y paf) = lim sup 
1-400 


定义 3 如 果 f(z) 是 复 平面 上 的 亚 纯 函数 , 则 f(z) 的 迭代 p 级 (p > 1 且 为 整数 ) 为 : 


logpT(r, 
op(f) = limsup mE. 


如 果 f(z) 是 复 平面 上 的 整 函数 , 则 f(z) 的 迭代 p 级 (p > 1 且 为 整数 ) 为 : 


logy, M(r. f) 
logr 


Guo (f) = limsup 
T 一 oo 


定义 4 ” 设 p > q > 1 且 都 为 正 整数 ， 我 们 定义 单位 贺 上 亚 纯 函数 的 [p,q] 级 


为 : 
(f)-i log; T(r, f) 
[1 = hmsup ——3d4-——. 
paf) imp ae 


2 


如 果 f(z) 是 复 平面 上 的 整 函数 则 [p,q 级 为 : 


log M(r, f) 
lo ` 


xu 


C M paf) = lim sup 
r21- hit 


定义 5 ”如果 f(z) 是 单位 贺 上 的 亚 纯 函数 , JUI f (2) 384p (p > 1 且 为 整数 ) 为 : 


" logs T(r, 
o,(f) = lim Sup END, 
rl T-r 


AR f(2) EAC ERER, MERR (p > 1 且 为 整数 ) 为 : 
p MES) 


0. = lim su 
Mp(f) pix log 1 


1-r 


容易 看 出 0 < opalf) € co, 如 果 j(z) 是 一 个 不 可 允许 函数 , 则 对 于 任意 
Wp >q>1, ARANDA onu) = of) = o(f)UURoyaa(f) = opl f), opalf) € 
ampal f) S eto a (f) +1. 


HEL 设 p > gq > 1 且 都 为 正 整 数 , f(z) 是 单位 贺 上 的 [p,q] 级 解析 函数 , 则 其 
有 下 面 两 个 性 质 : 
中 如果 p = gl 


Olpq(f) € Qu paf) < otpalf)+1, 


(i) Ep > q, W 
Sif) = am, palf). 


定义 6 在 单位 贺 上 的 重 级 亚 纯 函数 f(z) 的 增长 指数 定义 为 : 
0， ”f(z) 是 非 可 允许 函数 ， 
i(f) = 4 min{j € N:o;(f) < o0}, f(z) 是 可 允许 函数 ， 
oo olf) = co 对 于 所 有 的 J e N. 


而 对 于 单位 圆 上 的 解析 函数 ， 我 们 同样 定义 f(z) 的 增长 指数 定义 为 : 


0, ”f(z) 是 非 可 允许 函数 ， 
(f) = § min{j € N:omj(f) < co}, f(z) 是 可 允许 函数 ， 
oo, gMj(f) = co 对 于 所 有 的 J e N. 


3 


注意 : 如 果 o,(f) < oo 或 者 i(f) < p, 则 我 们 说 f(z) 是 有 限 p 重 级 的 , 如 果 o,(f) = 
RÉIS) > p， 则 我 们 说 f(z) 是 无 穷 p 重 级 的 , 特别 的 , Wo (f) < oo 或 者 i(f) <1, 
则 我 们 说 f(z) 是 有 限 级 的 , JR (f) = oo 或 者 i(f) > 1, 则 我 们 说 f(z) 是 无 穷 级 的 . 
13 ”主要 结果 


我 们 首先 研究 了 复 平面 上 的 高 阶 微分 方程 , 当 方 程 的 系数 40 满 足 一 定 条 件 时 , 方 
程 的 解 的 [p,q] 增长 级 . 我 们 得 到 下 述 结果 : 
定理 1 假设 40, An., 4- 是 复 平面 上 的 的 解析 函数 , H 


maz{on (Aj): j = 1,2,..., k — 1} < ep (Ao) < +00, 
则 方程 (1) 的 任意 一 个 非 零 的 解析 解 满足 


ongf > on2(Ao). 


其 次 ， 我 们 研究 了 在 一 般 的 情况 下 , RRA Hp, a) 增长 级 和 解 的 [p, gq] 级 的 关系 ， 
得 到 了 如 下 定理 : 
定理 2 假设 40, 41,.…. ,A(x-y) 是 复 平面 上 的 的 解析 函数 , H 


maz{ona(Aj;) : j £ s) < epa (As) < +00, 
则 方程 (1) 的 任意 一 个 非 零 的 解析 解 满足 


ongf 2 21,3) (À.). 


然后 在 相同 的 系数 条 件 下 研究 了 单位 圆 上 的 高 阶 线性 微分 方程 的 系数 和 解 的 增 
长 关系 , 得 到 了 如 下 定理 : 
定理 3 假设 4o, 41,.…, A(_y 是 单位 加 上 的 解析 函数 , H 


maz{oma(Aj;) : j =1,2,...,k — 1} < ona(do) < +00, 
则 方程 (2) 的 任意 一 个 非 零 的 解析 解 满足 


Taf > alla(4o). 


定理 4 假设 40, 41,.…. ,Ai-y) 是 单位 贺 上 的 解析 函数 , FL 


mazep 3(A;) : j # 8} < ona(As) < +00, 
则 方程 (2〉 的 任意 一 个 非 零 的 解析 解 满 足 
opalf > oma(As). 


4 


系 ,而 定理 3 和 定理 4 则 是 在 单位 
AIT 


平 


注意 : 定理 1 和 定理 2 得 出 的 结论 是 关于 复 平面 上 on yj/ 和 系数 cn (As) 


HI 


以 发 现在 复 平面 和 单位 圆 上 研究 相同 的 问题 得 出 的 结论 却 不 一 定 相同 ， 
上 和 单位 圆 上 研究 方程 解 的 性 质 必须 要 特别 谨慎 . 


NK 


ME 


上 得 到 了 关于 olz,af 和 系数 ol1 a1(4s) 的 大 小 关系 , 我 


因此 在 


E 复 


2 复 平面 高 阶 微分 方程 解 的 [p,q] 增 长 级 


2.1 引言 与 结果 


本 章 主要 考虑 复 平面 上 高 阶 微 分 方程 


(FO) + AL GG) 07m +--+ Ai(2)(F')™ + Ao(z)f =0 


系数 的 [p, q] 增 长 级 和 解 的 [p,q] 增 长 级 的 关系 , 1 
而 上 不 恒 为 零 的 解析 函数 , nx 都 为 
人 们 开始 研究 复线 性 微分 方程 时 最 先 考虑 的 是 复 平面 上 方程 系数 为 整 函数 时 解 
23-33] )， 主要 依靠 Nevanlinna 值 分 布 理 论 、Wiman- 
FC, 后 来 又 有 学 者 考虑 了 系数 为 亚 纯 函 数 时 方程 的 
, 再 后 来 人 们 对 它 的 研究 不 断 深化 , 很 多 人 研究 了 系数 


的 增长 级 和 零点 的 分 布 问题 (参见 
valion 理 论 、 渐 进 理论 去 看 
增长 级 和 零点 分 布 (参见 加 


E 整 数 . 


其 中 A;(z),j = 0,1, 


六 


ouk Hie ET 


在 其 他 情况 时 方程 解 的 增长 级 和 零点 分 布 , 使 得 人 们 对 方程 的 解 的 性 质 有 了 更 加 


清晰 的 了 解 . 在 这 方 


, 国外 的 Lipo Liane、Bank、Chr.Pommerenke、Gundensen、 


Langlany 和 J.Heittokangas 等 人 做 了 很 多 开创 新 的 工作 , 得 到 了 许多 有 价值 的 结果 ( 参 


见 B-10). 例如 Chr.Pommerenke 首 先 使 用 


函数 空间 的 算 子 理论 来 事 


空间 属性 ,J.Heittokangas 首次 提出 了 Blaschke-Oscillary 微 分 方程 
入 研究 了 单位 圆 上 亚 纯 函数 的 性 质 , 而 且 提 出 了 一 些 到 目前 为 止 都 还 没有 解决 的 开 


放 性 问题 (参见 四); Gundensen 对 复习 


F 面 上 亚 纯 系 数 微分 方程 解 的 


究 了 微分 方程 解 的 
的 概念 , 并 且 他 还 深 


增长 做 了 很 好 的 估 


th SLO), 他 们 对 微分 方程 震荡 理论 的 研究 做 出 了 巨大 贡献 . 国内 , RRE BE 


安 和 陈 特等 人 很 早 也 开始 研究 复 微分 方程 震荡 理论 , 也 得 到 了 很 
际 上 遗留 的 难题 (参见 617). 伍 胜 健 第 一 次 把 亚 纯 函数 
引入 到 了 微分 方程 理论 之 中 ,为 在 角 域 内 研究 微分 方程 解 


了 一 些 


LUST), 最 近 , 对 于 微分 方程 解 的 增长 性 人 们 已 经 不 满足 于 粗略 
亚 纯 函数 都 是 无 穷 级 的 , 或 者 它们 的 增长 速度 都 是 零 级 , 但 哪个 的 速度 增长 更 快 , 是 我 


们 想 了 解 的 问题 . 为 此 ， 


,dg] 级 


严 纯 函数 的 概念 开始 被 很 多 学 者 


多 优秀 的 结果 ,解决 
的 Borel 方向 的 概念 


多 性 质 提供 了 许多 新 思路 ( 参 


的 估计 , 比如 有 两 个 


来 研究 微分 方程 的 


解 的 增长 , 但 是 研究 的 对 象 主要 集中 在 二 阶 和 高 阶 齐 次 线性 方程 上 , 目前 对 于 本 文 所 


要 研究 的 第 一 个 方程 还 没有 太 多 结果 . 


在 本 章 我 们 也 将 使 


长 性 问题 , 这 个 方程 比 目 
非 齐 次 的 微分 方程 , 我 人 


亚 纯 函数 [p,q] 级 的 概念 来 研究 复 平 F 
前 国内 外 研究 的 方程 具有 更 加 一 般 的 形式 , 它 包含 了 非 线性 、 
得 到 了 以 下 定理 : 


面 上 高 阶 复 微分 方程 的 增 


定理 1 假设 4o, Al,..., Ag- ER FELA, BL 
mazo 3(Aj) : j — 1,2,...,k — 1} < opa (Ao) < +00, 
则 方程 (1) 的 任意 一 个 非 零 的 解析 解 满足 
onaf > op) ( Ao). 
定理 2 假设 4o, Ai,..., Al(_y) 是 复 平面 上 的 的 解析 函数 , H 
maz{ona(Aj;) : j #8} < Of1,2)(As) < +00, 
则 方程 D 的 任意 一 个 非 零 的 解析 解 满足 


onaf > afua(4o). 


注意 : 定理 1 体现 了 系数 4o 的 增长 级 对 于 解 的 增长 级 的 影响 , 而 定理 2 则 体现 了 其 
他 系数 的 增长 级 对 解 的 增长 级 的 影响 , 它们 都 比 以 前 对 方程 系数 与 解 的 增长 关系 的 研 
究 更 加 精确 . 


22 引 理 


为 证 明 上 述 定理 , 我 们 需要 如 下 两 个 引 理 : 

gai 设 k 和 j 都 是 整数 且 k > j > 0, f(z) 是 复 平面 上 的 一 个 亚 纯 函数 使 
fg fO 不 一 致 趋 于 0, 则 存在 一 个 常数 ro > 1 使 得 : 
prr. f)) 
r(p=r) 
对 于 所 有 的 ro <r < p< oo 成 立 . 如 果 f(z) 为 有 限 级 s 的 , 则 


m(r, JD <- j)log* + log E + (k — j)5.3078 


19 
limsup ot m) 
rato l 
引 理 2.200 设 f(r>) 是 一 个 连续 和 非 减 函数 , r € (0,+co) 且 有 对 数 级 on.a, 则 对 
于 (0,+co) 的 任何 一 个 对 数 测度 有 限 的 子 集 , 存在 一 个 点 列 rw rn d EIER 


lim If Cn) 
im ——. 
rc loglogrn 


< maz(0, (k — 1)(s — 1)). 


ona(f) = 


2.3 定理 1 的 证 明 


证 明 : 假设 f(z) 是 方程 (1) 的 一 个 非 零 解 , 将 CD 化 简 得 到 


(Kk) yn (k—1) yn. 7 
Ay) = & i £A qu AR Ah 


k-1\%. 


yer 


m(r, Ao) € ema hne S) (3) 


— j 


)=m(r, D. f%. fË- - fO) 


nj-l 


m(r, 


<m(r, um + (n; — Dm(r, f 9) 


= bp, I7) (ny - mts D 


fo f® 
S mlr, FH) + (n; - Ymlr, =) + (n; - Um(r f) 
fo 
= njm(r, > + (n; — 1)m(r, f) (4) 
由 引 理 (2.1) 得 到 


将 (4) 代 入 (3) 中 , H 
m(r, Ao) < YA ) 十 P^ + Ye —1)m(r, f) 


k-1 
23 m(r, Aj) + klog* T(2r, f) + O(1)T (2r, f) 


«27m A) +000 )T(27, f) (5) 
4b = mar(on3(A;) :j 21,2, ,k — 1) € epa Ao) WA 
m(nA) < TA) < (lo) (7 =1,2,...4-1) 


因为 chal(4o) = e, 由 引 理 (2.2) 存在 一 个 点 列 {r*} 使 得 对 于 所 有 的 mm d ERES 
的 a(0 < 3e < a 一 中 有 


m(rn, Ao) = T(rn, Ao) > (logrn)” * 
代入 到 (5) 中 , 得 到 
(logrn)” < (logrn)’** + OT (2rn, f) 
(1 — 0(1))(logrn)” < O(DT(27n, f) 
对 于 所 有 的 rw e Ey, 由 上 式 定理 得 证 . 


24 定理 2 的 证 明 


证 明 : 假设 f(z) 是 方程 (1) 的 一 个 非 零 解 , 将 〈1) 化 简 得 到 


(k) yn. (k—1)\nk-1 (8+1) yns+1 
一 4s(z) = 和 + An) rr desse An L e 
tao Tec Arr 
(k) ni (k—1) yn-1 (51) ns+1 
zd QUE LL EM, oi gb 
f (f6-Dynsa (n 
+ fey m]. + + Ale) f + Ac(2)] (6) 
因为 
mr, góp) =mr,f- gay) < T(r, f) - T(r, ge 


< T(r f)  n.T(r, D < T(r, f) + nam(r, f) +n N (r, f) +00) 


< (ns +1 + sns)T(r, f) + m(r, P^ + O(1) (7) 


将 CO 代入 (6) 中 , 并 由 引 理 (2.1) 得 到 


fo 
T(r, As) = m(r, As) < Y 1 m(r, Aj) + (n, — 1)(s + 1)T(r. f) + (ns — Ym(r, T 
j+s 


+ns(s + 2)T(r, f) + nsm(r, E) 十 O() 


(s) 
= So m(r, Aj) + (Qn, + ns — s — T(r, f) + (2n, — 1)m(r, P^ +0(1) 
i#s 
< Yo mr, Aj) + (2n, — 1)mar{(k — s), sHogT(r, f) + (2n, 4- n, — s — 1)T (r, f) - O(1) 
了 zs 


< > T(r, Aj) + 2n, n, — s — 1)(1 — o(1))T (r, f) (8) 
了 zs 


类 似 定理 1 的 证 明 一 样 , 此 处 我 们 令 = mar(on3(A;) : j #8} € ena ( A.) WA 


T(r, Aj) < (logr)**(j # s) (9) 


[2H 


为 allal(4o) = e, HIE (2.2) WEPESI EROS T BER BUT, d Bl 和 任意 
fje(0 < 3e < a — 5) 


T (tn, As) > (logrn)” (10) 


将 (9) 和 C100 代入 到 (8) 中, 得 到 


(logra)? € (logr,)** + (2n, + ns — s - 1) — 0(1))T (rn, f) 
化 简 得 到 


(1 = o(1))(logr,)" * € (2n, + n, — s - 1)(1 — o(1))T (rn, f) 


对 于 所 有 的 rn € Ey, 由 上 式 定 理 得 证 . 
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3 单位 圆 上 高 阶 齐 次 线性 微分 方程 解 的 p,q] 增 长 级 


3.1 引言 与 结果 


本 章 主要 考虑 如 下 的 高 阶 复 线性 微分 


JO + Aril) fE +- 


其 中 Aj) £0(j = 0,1,… ,大 一 1) 是 单位 


单位 圆 和 角 域 内 的 性 质 是 很 有 意义 的 . 


3.2 引 理 


为 证 明 上 述 定理 ， 我 们 需要 如 下 三 个 


方程 


A) + Ao(z)f =0 


圆 上 的 整 函数 . 


引 理 : 


引 理 2.10 假设 g : (0,1) > R,h(0,1) 一 R 是 单调 递增 的 函数 ,六 
立 , 除去 一 个 例外 集 B， C [0,1) 满 足 | Ei. < oo, 则 存在 一 个 常数 d € (0,1), 如 


果 s(7) = 1— d(1— r), WA g(r) € h(s(7)) 对 所 有 的 r € [0,1) 成 立 . 
引 理 2.203 假设 p > 1 > 1 且 都 是 是 整数 , f(z) 是 单位 元 上 的 亚 纯 函数 并 且 
有 ptpg)f =p < oo. Wk > 1 是 整数 , 则 对 任意 的 = > 0 有 


fo l 
mir L2) = Olerp {lp + Sog (59 


成 立 , 除去 一 个 例外 值 集 已 C [0,1) 满 足 Ef < 00. 


FH 


(3.1) 


在 对 复 微分 方程 的 研究 中 , 在 复 平面 、 单 位 圆 、 角 域 里 研究 方程 的 增长 级 有 着 类 
似 的 地 方 , 但 又 有 很 多 的 不 同 , 很 多 学 者 分 别 在 这 三 个 区 域 号 
性 质 , 得 到 了 很 多 有 价值 的 结果 (参见 [10,20,2,24 司 ). 事实 上 很 多 复 平面 上 的 问题 也 可 
以 在 单位 圆 和 角 域 里 考虑 (参见 n5319), 很 可 能 会 得 出 新 的 结果 , 所 以 看 


且 面 考虑 了 微分 方程 解 的 


究 微 分 方程 在 


Lg(r) S Rn) 成 


引 理 2.303 假设 f(z) 是 单位 元 上 的 亚 纯 函数 , Sh > 1 而 且 其 为 整数 , 则 


(k) 


mr, f = S(r, f) 


f 


这 里 的 S(7, f) = O(log* T(r, f) +log()), RE—MAIRE C (0, 1) AE f Ex. < 


oo. 
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1-r 


3.3 ”定理 3 的 证 明 
证 明 : 假设 1(z) 是 方程 (3.1) 的 一 个 非 零 解 , 将 方程 《3.1) 变形 得 到 


[o (k-1) d 
—Ao(z) = D +A e m 


引 理 (2.3) 有 


m(r, Ao) € Sn Aj) + Y D^ (6) 


ja 


天 一 
= Y» (r, Aj) + O(log* T(r, f) + log) 


€ » m(r, Aj) + klog*T(r, f) + Klog(t 


1 
1) 
4b = maz(ena(A;) : j =1,2,...,k —1} € opa ( Ao), WA 


m(r, Aj) € T(r, Aj) < G— Ly (51,2... k- 1) 


为 ctal(4o) = o, FE-S AIr HEM TAA Hr, € Bl 和 任意 的 e(0 < 3e < 
a — byti 


ye 


m(rs, Ao) = Trn, Aa) > (> 
代入 到 (5) 中 , 并 由 引 理 (2.1) 得 到 


i 
EIS (GT + Oleg TC — 40 — ra), f) + lool gy) 
(1 «(X577 < Oley" TA — dl — ra), f) + lool c) 
让 |z| > 1, 由 上 式 定理 得 证 . 


3.4 定理 4 的 证 明 


证 明 : 使 用 类 似 于 定理 2 的 变形 方法 , 由 上 面 三 个 引 理 进 行 简单 推导 即 可 得 证 . 
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41 总 结 


复线 性 微分 方程 理论 是 函数 论 复 分 析 理论 研究 的 一 个 重要 方向 , 也 是 值 分 布 、 
Wiman-valion 等 理论 的 重要 应 用 , 由 方程 系数 的 性 质 去 考察 解 的 性 质 不 管 对 于 复 分 析 
还 是 微分 方程 这 些 基 础 学 科 或 者 其 他 学 科 来 说 都 具有 十 分 重要 的 意义 . 每 一 个 方程 可 
能 代表 着 现实 世界 的 某 种 关系 , 不 管 现 在 我 们 研究 的 结果 能 不 能 有 具体 的 实际 应 用 ， 
我 们 应 该 相信 只 要 研究 的 结果 能 对 所 研究 领域 的 理论 进行 完善 , 那么 这 个 研究 就 是 有 
意义 的 . 复 微分 方程 的 理论 研究 虽然 已 经 走 过 了 很 多 年 , 但 是 直到 现在 理论 框架 远 远 
还 没有 达到 完美 , 还 有 很 多 需要 我 们 努力 去 研究 探索 的 地 方 . 复 微分 方程 是 一 门 综合 
性 的 学 科 , 特别 是 值 分 布 理 论 和 微分 方程 理论 对 其 有 着 极为 重要 的 影响 , 所 以 复 微分 
方程 的 研究 是 随 着 其 他 学 科 的 发 展 而 向 前 发 展 的 , 我 们 相信 只 要 努力 专 研 , 一 定 可 以 
做 出 优秀 的 结果 . 


4.2 展望 

在 复 微分 方程 这 个 领域 中 , 已 经 有 许多 学 者 耕耘 多 年 ,也 取得 了 许多 有 价值 的 结 
FR, 但 客观 来 说 目前 为 止 我 们 很 多 情况 下 都 是 在 研究 线性 和 齐 次 的 微分 方程 , 不 管 
是 二 阶 的 还 是 高 阶 的 , 我 们 整个 理论 体系 非常 依赖 于 Neanlinna 值 分 布 理论 、WIman- 
Valion 理论 和 常 微分 方程 理论 本 身 的 研究 成 果 和 方法 . 比如 说 , 在 处 理 一 个 高 阶 的 线 
性 微分 方程 时 我 们 能 够 用 标准 的 方法 将 它 逐 步 的 化 简 成 低 阶 的 微分 方程 , 进而 用 低 阶 
微分 方程 所 取得 的 结果 来 推理 它 , 但 是 对 于 一 个 高 阶 的 更 一 般 的 方程 形式 , 比如 : 


(FEJ + Ara () FED +--+ A)" + Ao(z)f = 0 


对 于 这 样 一 个 方程 , 我 们 以 前 的 很 多 方法 是 不 适用 的 , 例如 用 标准 方法 将 其 降 阶 ， 
WIman-Valion 理 论 中 处 理 线性 微分 方程 著名 定理 : 
假设 g(z) 是 一 个 超越 的 全 纯 函 数 , 令 0 < 5 < ilz — r, BA 


g(z) > Mtr. gV(r) is 


成 立 , 则 存在 一 个 有 限 对 数 测度 集合 S 使 得 对 任意 的 m > Mr é FAVA: 


gc) = “ED ya + oy). 
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这 个 定理 在 证 明 线 性 微分 方程 解 是 有 限 级 时 非常 有 用 , 但 是 在 处 理 以 上 的 高 阶 方程 时 
也 变 得 不 方便 了 , 因为 它 的 变量 凡是 未 知 的 , 它 具 有 太 多 不 确定 的 变量 . 但 是 从 理论 
上 讲 , 研究 这 样 的 微分 方程 是 很 有 意义 的 , 我 们 同样 可 以 在 复 平面 、 单 位 圆 、 角 域 里 
去 研究 它 的 增长 级 、 零 点 分 布 、 空 间 属性 等 问题 . 对 于 增长 级 本 文 所 考虑 的 都 是 只 有 
一 个 系数 的 [p,q] 级 是 最 大 的 , 然后 考察 其 解 的 [p, q] 级 , 我 们 还 可 以 考虑 在 系数 都 是 相 
Aip, q) 级 时 系数 的 型 对 解 的 [p, q] 级 的 影响 等 问题 . 总 而 言 之 , 复 微 分 方程 理论 还 有 许 
多 需要 完善 的 地 方 , 还 有 许多 没有 解决 的 问题 , 而 这 些 问 题 恰恰 是 这 个 分 支 的 生命 所 
E, 我 们 相信 未 来 对 于 复 微分 方程 的 研究 会 取得 更 多 的 突破 , 我 们 会 对 它 有 更 加 深刻 
的 理解 和 更 多 的 应 用 
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附 x 


本 人 在 研究 生 三 年 期 间 发 表 1 篇 论文 
易 善 峰 ， 复 级 数列 N 次 方 倒数 和 的 收敛 性 与 部 分 复 级 数 求 和 . 
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x 3 


本 文 得 以 完成 ,与 我 的 导师 伍 鹏 程 教授 的 悉心 指导 和 大 力 支 持 是 分 不 开 的 . 伍 老师 
是 我 学 术 上 的 启蒙 老师 ,他 不 仅 把 我 带 进 了 学 术 领 域 , 扶 着 我 迈 出 了 稚嫩 的 第 一 步 , 还 
通过 言传 身 教 ,不 但 使 我 掌握 了 一 套 做 学 问 的 基本 方法 ,还 使 我 更 加 懂得 了 做 人 的 道 
理 . 谚 云 : 授 人 以 鱼 ,一 日 食 鱼 ; 授 人 以 渔 ,终生 食 鱼 . 伍 老师 授 我 的 治学 方法 ,使 我 一 生 受 
益 ,也 使 我 一 生 铭 记 . 

在 三 年 的 学 习 中 , 我 要 感谢 数 计 学 院 龙 见 仁 , 唐 树 安 , 杨 从 丽 等 老师 以 及 各 位 领导 
对 我 学 习 上 的 关心 和 帮助 .我 还 要 感谢 北京 大 学 数学 系 的 伍 胜 健 和 中 国 科学 院 的 崔 贵 
珍 教授 对 我 的 热情 帮助 , 感谢 贵州 师范 大 学 三 年 来 对 我 的 教育 和 培养 . 另外 , 我 还 要 感 
谢 三 年 来 与 我 一 起 走 过 的 同窗 好 友 , 是 你 们 的 欢心 笑语 让 我 度 过 这 段 美好 的 时 光 . 
最 后 , 我 要 感谢 我 的 家 人 和 朋友 给 我 的 支持 和 鼓励 , 正 是 因为 你 们 我 才 得 以 顺利 
完成 学 业 . 
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原创 性 声明 


本 人 郑重 声明 ;所 呈 交 的 毕业 学 位 论文 , 是 本 人 在 导师 的 悉心 指导 下 , 独立 进行 
研究 所 取得 的 成 果 . 除 文中 已 经 注 明 引 用 的 内 容 外 , 本 论文 不 包含 任何 其 他 个 人 或 集 
体 已 经 发 表 或 撰写 过 的 科研 成 果 . 对 本 文 的 研究 做 出 重要 贡献 的 个 人 或 集体 , 均 已 在 
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